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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîíÿòèå äèñêðåòíîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè íà ãàóññîâîé ðåøåò-

êå G = Z + iZ áûëî ââåäåíî �. Ô. Àéçåêñîì [1℄. Îí êëàññè�èöèðîâàë

ýòè �óíêöèè íà �óíêöèè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà è èññëåäîâàë �óíêöèè

ïåðâîãî ðîäà.

Äàëåå Æ. Ôåððàí [2℄ è �. Äæ. Äà��èí [3℄ ñîçäàëè òåîðèþ äèñêðåòíûõ

àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé âòîðîãî ðîäà. Âàæíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ

ïîâåäåíèåì äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé íà áåñ-

êîíå÷íîñòè, áûëè ïîëó÷åíû Ñ. Ë. Ñîáîëåâûì [4℄. Íîâûå ïëîäîòâîðíûå

àíàëèòè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå èäåè ïðèíåñ Ä. Öàéëüáåðãåð [5℄. Èõ ðàç-

âèë è îáîáùèë À. Ä. Ìåäíûõ [6℄. Äðóãîé ïîäõîä ê äèñêðåòíûì àíàëèòè÷å-

ñêèì �óíêöèÿì áûë ïðåäëîæåí Ó. Ò¼ðñòîíîì â ðàáîòå [7℄, ãäå áûëà ïîëó-

÷åíà ý��åêòèâíàÿ, áûñòðîñõîäÿùàÿñÿ àïïðîêñèìàöèÿ â òåîðåìå �èìàíà

äëÿ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Âñå âûøåóêàçàííûå ðåçóëüòàòû îñíîâûâàëèñü íà ðàçëè÷íûõ íåïîñðåä-

ñòâåííûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèñêðåòèçàöèÿõ óðàâíåíèé Êîøè �

�èìàíà. Íàïîìíèì, ñì. [1℄, ÷òî äèñêðåòíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f :
Z+ iZ → C ïåðâîãî ðîäà îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

fm,n+1 − fm,n = i(fm+1,n − fm,n), (1.1)

â òî âðåìÿ êàê �óíêöèè âòîðîãî ðîäà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì âèäà:

fm,n+1 − fm+1,n = i(fm+1,n+1 − fm,n). (1.2)

Ïèîíåðñêèé øàã â ïîíèìàíèè ïðèðîäû äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíê-

öèé áûë ïðåäïðèíÿò �. Äæ. Äà��èíîì [8℄, ãäå ðåãóëÿðíàÿ ðåøåòêà Z+iZ
áûëà çàìåíåíà íà ïðîèçâîëüíûé ãðà� ñ ðîìáè÷åñêèìè ãðàíÿìè. Äàëåêî

èäóùèå îáîáùåíèÿ ýòèõ èäåé áûëè äàíû Ê. Ìåðêà [9℄, ãäå ëèíåéíàÿ òåîðèÿ

äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà äèñêðåòíûå

ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. �. Êýíè¼í [10℄, ðàçâèë òåîðèþ îïåðàòîðà Äèðàêà
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18 Ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ Ìèòòàã-Ëå�ëåðà

è ïîñòðîèë �óíêöèþ �ðèíà äëÿ ëèíåéíîé òåîðèè íà ðîìáè÷åñêèõ ãðà-

�àõ. Ýòîò ïîäõîä ïðèâåë ê âàæíûì ïðèëîæåíèÿì â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

�. Èäàëüãî [11℄.

Âòîðîé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ íåëèíåéíîé òåîðèåé, îñíîâàí íà èäåÿõ

Ó. Ò¼ðñòîíà è ïîêàçûâàåò, ÷òî øàðîâûå óïàêîâêè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåí-

íûì äèñêðåòíûì àíàëîãîì àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ( [12�15℄). Îäíèì èç

âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî

ãîëîìîð�íîå îòîáðàæåíèå â êëàññè÷åñêîé òåîðåìå �èìàíà ìîæåò áûòü

êîíñòðóêòèâíî àïïðîêñèìèðîâàíî øàðîâûìè óïàêîâêàìè ( [16�18℄). Âàðè-

àöèîííûé ïîäõîä ê øàðîâûì óïàêîâêàì îáñóæäàåòñÿ â äåòàëÿõ â ðàáîòå

À. Áîáåíêî, Á. Ñïðèíãáîðí [19℄.

Ñëîâî �íåëèíåéíûé� ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ñâîéñòâîì óðàâíåíèé, îïèñû-

âàþùèõ øàðîâûå óïàêîâêè. Äëÿ �óíêöèè f : Z + iZ → C íà ðåãóëÿðíîé

ðåøåòêå òàêîå óðàâíåíèå ââåäåíî â [20℄:

(fm+1,n − fm,n)(fm+1,n+1 − fm,n+1)

(fm,n+1 − fm,n)(fm+1,n+1 − fm+1,n)
= −1. (1.3)

Äëÿ øàðîâûõ óïàêîâîê ñ áîëåå ãëóáîêèìè êîìáèíàòîðíûìè èäåÿìè, îáîá-

ùåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå ÷åòûðåõóãîëüíûå ãðà�û (ïëà-

íàðíûå ãðà�û ñ ÷åòûðåõóãîëüíûìè ãðàíÿìè) äàåòñÿ â [21℄.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî â êàêîì-òî ñìûñëå, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.1),

(1.2) è (1.3) ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåòêå Z+ iZ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåòêà

(m+ in)ε ∈ C. Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé íà ýòó ðåøåòêó
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2). Áîëåå
òî÷íî, åñëè f : C → C ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî

f(z + iε)− f(z)

f(z + ε)− f(z)
= i+O(ε2),

f(z + iε)− f(z + ε)

f(z + ε+ iε)− f(z)
= i+O(ε2),

è

(f(z + ε)− f(z))(f(z + ε+ iε)− f(z + iε))

(f(z + iε)− f(z))(f(z + ε+ iε)− f(z + ε))
= −1 +O(ε2)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû íà áîëåå îáùèõ ãðà�àõ.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè, ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ òåîðèè äèñêðåòíûõ àíà-

ëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ðàçâèâàëèñü ðàçäåëüíî. Â ðàáîòå À. Áîáåíêî, Ê. Ìåð-

êà, Þ. Ñóðèña [22℄, ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðîì òî÷íîì ñìûñëå ïåðâàÿ òåî-

ðèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé âòîðîé. Äàííàÿ òåîðèÿ îñîáåííî áîãàòà äëÿ

ñëó÷àÿ êâàçèêðèñòàëëè÷åñêèõ çàìîùåíèé. Ýòîò êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê
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äâîéíûå ïåðèîäè÷åñêèå çàìîùåíèÿ (êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ íà òîðå), òàê è íåïåðèîäè÷åñêèå, ïîäîáíûå çàìîùåíèÿì Ïå-

íðîóçà. Â ðàáîòàõ È. À. Äûííèêîâà è Ñ. Ï. Íîâèêîâà èçó÷åíû äèñêðåòíûå

àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè íà òðåóãîëüíûõ è øåñòèóãîëüíûõ ðåøåòêàõ [23℄.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëü-

çîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

2.1 Ïîðÿäîê è òèï öåëîé �óíêöèè

Ïóñòü äàíà öåëàÿ �óíêöèÿ F (ξ). Îáîçíà÷èì

MF (r) = max
|ξ|=r

|F (ξ)|.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ èìååì ðàâåíñòâî MF = max
|ξ|6r

|F (ξ)|. Çíà-
÷èò MF (r) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

rk ↑ +∞ ïðè íåêîòîðîì öåëîì m > 1 è A = const âåðíû íåðàâåíñòâà:

MF (rk) 6 Armk ,

òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè äëÿ êîý��èöèåíòîâ cn Òåéëîðà �óíêöèè F (ξ)
âåðíî:

|cn| 6
A · rmk
rnk

= Arm−n
k → 0, k → ∞

åñëè n > m. Ñëåäîâàòåëüíî, F (ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè 6 m. Ïî-

ýòîìó ïðèíÿòî ñðàâíèâàòü ïîâåäåíèå NF (r) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé âèäà

er
µ

.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîðÿäêîì ρ öåëîé �óíêöèè F (ξ) íàçûâàåòñÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü ρ ÷èñåë µ òàêèõ, ÷òî MF (r) < er

µ

äëÿ âñåõ r, íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî r0 = r0(µ). Åñëè òàêèõ ÷èñåë µ íåò, òî ïîëàãàþò ρ = ∞ è F (ξ)
íàçûâàþò �óíêöèåé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Íà ÿçûêå íåðàâåíñòâ èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ íèæíåé ãðàíè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ r0(ε) è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü rk ↑ ∞ òàêèå, ÷òî

ln lnMF (r)

ln r
< ρ+ ε äëÿ r > r0(ε) (2.1)
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20 Ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ Ìèòòàã-Ëå�ëåðà

è

ln lnMF (rk)

ln rk
> ρ− ε äëÿ k = 1, 2, . . . . (2.2)

Íåðàâåíñòâà (2.1) è (2.2) ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ

ρ = lim
r→∞

ln lnMF (r)

ln r
.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñêîðîñòè ðîñòà öåëûõ îäíîãî ïîðÿäêà ââîäÿò ïîíÿòèå òèïà.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Òèïîì öåëîé �óíêöèè F (ξ) ïîðÿäêà ρ íàçûâàþò

íèæíþþ ãðàíü σ ÷èñåë ν òàêèõ, ÷òî MF (r) < eν·r
ρ

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

r0 = r0(ν). Åñëè òàêèõ ÷èñëå σ íåò, ïîëàãàþò σ = ∞ è F (ξ) íàçûâàþò
�óíêöèåé ìàêñèìàëüíîãî òèïà. Ïðè 0 < σ < ∞, F (ξ) íàçûâàåòñÿ �óíê-

öèåé ñðåäíåãî èëè íîðìàëüíîãî òèïà, à ïðè σ = 0 ìèíèìàëüíîãî òèïà.

Èìååò ìåñòî �îðìóëà

σ = lim
r→∞

lnMF (r)

rρ
.

Ïîðÿäîê è òèï öåëîé �óíêöèè F (ξ) =
∞
∑

k=0

ckξ
k
ìîæíî òàêæå âûðàçèòü

÷åðåç êîý��èöèåíòû ck åå òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Èìåþò ìåñòî �îð-
ìóëû äëÿ ρ è σ, êîòîðûå ïðèâåäåíû â ðàáîòå [26℄:

ρ = lim
n→∞

lnn

ln( n
√

|cn|)−1
(2.3)

σ =
1

eρ
lim
n→∞

(n · n
√

|cn|ρ) . (2.4)

2.2 Äèñêðåòíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

Âñþäó â äàëüíåéøåì G = {z = x+iy : x, y ∈ Z} � öåëî÷èñëåííàÿ ãàóñ-

ñîâà ðåøåòêà, à G+
� ÷àñòü ãàóññîâîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ â ïåðâîì

êâàäðàíòå

G+ = {z = x+ iy ∈ G : x > 0, y > 0}.
�àññìîòðèì êîìïëåêñíîçíà÷íóþ �óíêöèþ f , îïðåäåëåííóþ íà íåêîòî-

ðîì ìíîæåñòâå E ⊂ G. Åñëè f îïðåäåëåíà íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå, ñîäåð-

æàùåì òî÷êè {z, z + 1, z + 1 + i, z + i}, òîãäà f íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé

àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé íà ýòîì êâàäðàòå, åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-

íèå:

f(z + 1 + i)− f(z)

i+ 1
=

f(z + i)− f(z + 1)

i− 1
(2.5)
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èëè èíà÷å:

∂f(z) = f(z) + if(z + 1) + i2f(z + 1 + i) + i3f(z + i) = 0. (2.6)

Åñëè ñîîòíîøåíèå (2.6) ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî åäèíè÷íîãî êâàä-

ðàòà, ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó E ⊂ G, ìû ãîâîðèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ

äèñêðåòíîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé íà E. Äèñêðåòíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ

�óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà G+
íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé öåëîé. Ìíîæåñòâî

âñåõ äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé íà E è íà G+
îáîçíà÷èì ñîîò-

âåòñòâåííî D(E) è D(G+). �àâåñòâî (2.5) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì

ñâîéñòâà êîí�îðìíîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé â ñëåäóþùåì ñìûñ-

ëå. Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (2.5) â âèäå:

f(z + 1 + i)− f(z)

f(z + i)− f(z + 1)
=

i+ 1

i− 1
. (2.7)

�àññìîòðèì âåêòîðû

v1 = (z + 1 + i)− z = 1 + i, v2 = (z + i)− (z + 1) = −1 + i,

u1 = f(z + 1 + i)− f(z), u2 = f(z + i)− f(z + 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî |v1| = |v2| =
√
2 è v̂1, v2 = π

2
. Ïî �îðìóëå (2.7) ïîëó÷èì

|u1| = |u2| è û1, u2 =
π
2
. Äàííûå ðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ñâîé-

ñòâî (2.7) êàê àíàëîã ïîñòîÿíñòâà èñêàæåíèÿ ìàñøòàáà â ìàëîì è êîí-

ñåðâàòèçìà óãëîâ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. �àçíîñòíûé îïåðàòîð ∂,
ââåäåííûé ñîîòíîøåíèåì (2.6), ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì îïåðàòîðà

Êîøè � �èìàíà èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.

Ïðèìåð 2.1. Äëÿ âñåõ z = x+ iy ∈ G, �óíêöèè: 1, z, z2, áèêîíñòàíòà

B(z) = B(x, y) = c1 + c2(−1)x+y,

ãäå c1, c2 ∈ C � äèñêðåòíûå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè.

Ïðèìåð 2.2. ez, z3, z4, z[n], ïðè n > 3 � íå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè

àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè íà ëþáîì åäèíè÷íîì êâàäðàòå {z, z+1, z+1+
i, z + i}. Ïñåâäîñòåïåíü z[n] îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè y = 0,
z[n] = x[n] = x(x− 1) . . . (x− n+ 1). Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ z = x+ iy ∈ G,

z[n] =

∞
∑

s=0

(

n

s

)

in−sx[s]y[n−s].
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Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ 2.1 è 2.2 â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé D(E) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî E ⊂ G íå

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ: z, z2 ∈ D(G+), à z3 =
z · z2 /∈ D(G+). Ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî D(E) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-

íûì ïðîñòðàíñòâîì íàä C. Êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåíû π3(z) = π3(x, y) =
z3 − 3

2
(i + 1)z2 + 1+2i

2
z − iy è ρ3(z) = ρ3(x, y) = z3 + 1

2
z − iy, êîòîðûå

áóäóò îïðåäåëåíû ïîçäíåå � íå ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè àíàëèòè÷å-

ñêèìè �óíêöèÿìè z, íî â òî æå ñàìîå âðåìÿ (ýòî áóäåò äîêàçàíî äàëåå)

ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè äèñêðåòíîãî ïåðå-

ìåííîãî z. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êëàññè÷åñêèõ öåëûõ �óíêöèé A(C)
è ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé D(G+) íå ÿâëÿþòñÿ
ïîäìíîæåñòâàìè äðóã äðóãà: A(C) íå ñîäåæèò â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà
D(G+) è íàîáîðîò.

Ïðèìåð 2.3. Ýêñïîíåíòà Öàéëüáåðãåðà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ ∈ C,
îïðåäåëèì �óíêöèþ e(ξ, z) ïåðåìåííîãî z ∈ G+

ïî �îðìóëå:

e(ξ, z) = e(ξ, x, y) = ((1 + i)e
ξ

i+1 − i)x((1− i)e
−ξ

i+1 + i)y. (2.8)

Èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî:

e(ξ, z1 + z2) = e(ξ, z1) · e(ξ, z2)

äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ G+, ξ ∈ C. Ïðîâåðèì äèñêðåòíóþ àíàëèòè÷íîñòü �óíê-

öèè e(ξ, z) ïî �îðìóëå (2.6). Äåéñòâèòåëüíî,

∂e(ξ, z) = e(ξ, z) + ie(ξ, z + 1)− e(ξ, z + 1 + i)− ie(ξ, z + i) =

= ((1 + i)e
ξ

i+1 − i)x((1− i)e
−ξ

i+1 + i)y+

+ i((1 + i)e
ξ

i+1 − i)x+1((1− i)e
−ξ

i+1 + i)y−
− ((1 + i)e

ξ
i+1 − i)x+1((1− i)e

−ξ
i+1 + i)y+1−

− i((1 + i)e
ξ

i+1 − i)x((1− i)e
−ξ

i+1 + i)y+1 =

= e(ξ, z)(1 + i((1 + i)e
ξ

i+1 − i)− ((1 + i)e
ξ

i+1 − i)((1− i)e
−ξ

i+1 + i)−
− i((1− i)e

−ξ

i+1 + i)) =

= e(ξ, z)(1 + (i− 1)e
ξ

i+1 + 1− (1− i2) + e
ξ

i+1 (1− i) + e
−ξ

i+1 (i+ 1)−
− 1 + (−i− 1)e

−ξ

i+1 + 1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî e(ξ, z)� äèñêðåòíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíê-

öèÿ, ãäå ξ ∈ C, z ∈ G+
. Äëÿ ïðèìåðîâ 2.1, 2.2 äèñêðåòíàÿ àíàëèòè÷íîñòü

ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Çàìå÷àíèå 2.1. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ e(ξ, z) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîëî-

ìîð�íîé ïî ξ äëÿ âñåõ z ∈ G+
. Îäíàêî ïðè z ∈ G\G+

, e(ξ, z) ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîð�íîé òîëüêî â êðóãå â êðóãå Uε = { ξ ∈ C : | ξ | < ε}.

ãäå

ε =

√

2

((

log 2

2

)2

+

(

π

4

)2)

≈ 1.21405.

Ïðèìåð 2.4. Ìíîãî÷ëåíû Öàéëüáåðãåðà {πk(z)}∞k=0.

Äëÿ �óíêöèè e(ξ, z), îïðåäåëåííîé �îðìóëîé (2.8), ðàññìîòðèì ðàçëî-

æåíèå Òåéëîðà äëÿ âñåõ z ∈ G ïî ñòåïåíÿì ξ, ξ ∈ Uǫ:

e(ξ, z) = ((1 + i)e
ξ

i+1 − i)x((1− i)e
−ξ
i+1 + i)y =

∞
∑

k=0

πk(z)

k!
ξk.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ πk(z) = πk(x, y) ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ �îðìóëó �îäðèãà:

πk(z) =
dke(ξ, z)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
=

dk

dξk
((1 + i)e

ξ

1+i − i)x((1− i)e
−ξ

1+i + i)y
∣

∣

∣

ξ=0
,

ãäå z ∈ G, k = 0, 1, 2 . . . . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ k = 0, 1, 2, 3 ïîëó÷èì

π0(z) ≡ 1, π1(z) = z, π2(z) = z2 − i+ 1

2
z,

π3(z) = z3 − 3

2
(i+ 1)z2 +

1 + 2i

2
z − iy.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî �àêòà, ÷òî �óíêöèÿ πk(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòå-

ïåíè k îòíîñèòåëüíî (x, y) áûëî äàíî â ðàáîòå [5℄.

Ïðîâåðèì äèñêðåòíóþ àíàëèòè÷íîñòü πk(z) ïî �îðìóëå (2.6). Âîñïîëü-

çóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ

dk

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
à òàêæå òåì

�àêòîì, ÷òî ∂e(ξ, z) ≡ 0 äëÿ âñåõ z ∈ G, ξ ∈ Uǫ, êîòîðûé äîêàçàí â

ïðåäûäóùåì ïðèìåðå 2.3. Äåéñòâèòåëüíî,

∂πk(z) = πk(z) + iπk(z + 1)− πk(z + 1 + i)− iπk(z + i)

=
dke(ξ, z)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
+ i

dke(ξ, z + 1)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0

− dke(ξ, z + 1 + i)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
− i

dke(ξ, z + i)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0

=
dk

dξk
[e(ξ, z) + ie(ξ, z + 1)− e(ξ, z + 1 + i)− ie(ξ, z + i)]

∣

∣

∣

ξ=0

=
dk

dξk
(∂e(ξ, z))

∣

∣

∣

ξ=0
≡ 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, πk(z), k = 0, 1, 2 . . . � äèñêðåòíûå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè,
ãäå z ∈ G. Ôóíêöèè e(ξ, z), {πk(z)}∞k=0 ââåäåíû Ä. Öàéëüáåðãåðîì â ðàáîòå

[5℄.

Ïðèìåð 2.5. Ýêñïîíåíòà Äà��èíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ ∈ U2 = { ξ ∈ C : | ξ | < 2}, îïðåäåëèì �óíêöèþ

w(ξ, z) ïåðåìåííîãî z ∈ G ïî �îðìóëå:

w(ξ, z) = w(ξ, x, y) =
(2 + ξ

2− ξ

)x(2 + iξ

2− iξ

)y

. (2.9)

Î÷åâèäíî âàæíîå ðàâåíñòâî:

w(ξ, z1 + z2) = w(ξ, z1) · w(ξ, z2)

äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ G+, ξ ∈ U2. Ïðîâåðèì äèñêðåòíóþ àíàëèòè÷íîñòü

�óíêöèè w(ξ, z) ïî �îðìóëå (2.6). Äåéñòâèòåëüíî,

∂w(ξ, z) = w(ξ, z) + iw(ξ, z + 1)− w(ξ, z + 1 + i)− iw(ξ, z + i)

=
(2 + ξ

2− ξ

)x(2 + iξ

2− iξ

)y

+ i
(2 + ξ

2− ξ

)x+1(2 + iξ

2− iξ

)y

−
(2 + ξ

2− ξ

)x+1(2 + iξ

2− iξ

)y+1

− i
(2 + ξ

2− ξ

)x(2 + iξ

2− iξ

)y+1

= w(ξ, z)
(

1 + i
(2 + ξ

2− ξ

)

−
(2 + ξ

2− ξ

)(2 + iξ

2− iξ

)

− i
(2 + iξ

2− iξ

))

=
w(ξ, z)

(2− ξ)(2− iξ)
((2− ξ)(2− iξ) + i(2 + ξ)(2− iξ)

− (2 + ξ)(2 + iξ)− i(2− ξ)(2 + iξ)) ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ w(ξ, z) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé àíàëèòè÷åñêîé �óíê-
öèåé ïðè ξ ∈ U2, z ∈ G.

Ïðèìåð 2.6. Ìíîãî÷ëåíû Äà��èíà {ρk(z)}∞k=0.

Äëÿ �óíêöèè w(ξ, z), îïðåäåëåííîé �îðìóëîé (2.9), ðàññìîòðèì ðàç-

ëîæåíèå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ξ:

w(ξ, z) =
(2 + ξ

2− ξ

)x

·
(2 + iξ

2− iξ

)y

=
∞
∑

k=0

ρk(z)

k!
ξk.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ρk(z) = ρk(x, y) ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ �îðìóëó �îä-

ðèãà:

ρk(z) =
dkw(ξ, z)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
=

dk

dξk

((2 + ξ

2− ξ

)x

·
(2 + iξ

2− iξ

)y)∣
∣

∣

ξ=0
,
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ãäå z ∈ G, k = 0, 1, 2 . . .. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ k = 0, 1, 2, 3 ïîëó÷èì:

ρ0(z) ≡ 1, ρ1(z) = z, ρ2(z) = z2, ρ3(z) = z3 +
1

2
z − iy.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî �àêòà, ÷òî �óíêöèÿ ρk(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòå-

ïåíè k îòíîñèòåëüíî (x, y) áûëî äàíî â ðàáîòå [3℄.

Óñòàíîâèì äèñêðåòíóþ àíàëèòè÷íîñòü �óíêöèé ρk(z) ïî �îðìóëå (2.6).

Âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ

dk

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
à òàê-

æå òåì �àêòîì, ÷òî ∂w(ξ, z) ≡ 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ U2, z ∈ G, êîòîðûé óñòàíîâ-
ëåí â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå 2.5. Äåéñòâèòåëüíî,

∂ρk(z) = ρk(z) + iρk(z + 1)− ρk(z + 1 + i)− iρk(z + i)

=
dkw(ξ, z)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
+ i

dkw(ξ, z + 1)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0

− dkw(ξ, z + 1 + i)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0
− i

dkw(ξ, z + i)

dξk

∣

∣

∣

ξ=0

=
dk

dξk
[w(ξ, z) + iw(ξ, z + 1)− w(ξ, z + 1 + i)− iw(ξ, z + i)]

∣

∣

∣

ξ=0

=
dk

dξk
(∂w(ξ, z))

∣

∣

∣

ξ=0
≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè ρk(z), k = 0, 1, 2 . . . ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíà-

ëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ïðè z ∈ G. Ôóíêöèè w(ξ, z), {ρk(z)}∞k=0 ââåäåíû

�. Äæ. Äà��èíûì â ðàáîòå [3℄.

2.3 Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ

Ïóñòü F (ξ) =
∞
∑

k=0

akξ
k
� öåëàÿ �óíêöèÿ ïîðÿäêà ρ = 1 íîðìàëüíîãî

òèïà σ, 0 < σ < +∞.

Òîãäà γ(t) =

∞
∑

k=0

k! ak
tk+1

� àññîöèèðîâàííàÿ ñ �óíêöèåé F (ξ) ïî Áîðåëþ.

�ÿä ñõîäèòñÿ ïðè |t| > σ è íà ãðàíèöå |t| = σ åñòü õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ

òî÷êà.

Ñïðàâåäëèâà êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà Ìèòòàã-Ëå��ëåðà [24℄, îáðàùàþ-

ùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ γ(t):

F (ξ) =
1

2πi

∮

|t|=r>σ

eξt · γ(t) dt.
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Åñëè �óíêöèÿ F (ξ) èìååò ïîðÿäîê ρ > 1 è íîðìàëüíûé òèï σ, 0 < σ < +∞,

èìååòñÿ äðóãàÿ �îðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè F (ξ) ïî
åå àññîöèèðîâàííîé ïî Áîðåëþ �óíêöèè γ(t).

Ââåäåì

Eρ(ξ) =

∞
∑

k=0

ξk

Γ
(

k+1
ρ

) , ρ > 0, à γ(t) =

∞
∑

k=0

akΓ
(

k+1
ρ

)

tk+1
.

Òîãäà

F (ξ) =
1

2πi

∮

|t|=r>σ

Eρ(ξt)γ(t) dt.

Çàìå÷àíèå 2.2. E1(ξ) =

∞
∑

k=0

ξk

k!
= eξ.

Äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èçó÷àëèñü â [24, 25℄.

Â ðàáîòå [5℄ äëÿ öåëîé �óíêöèè ïîðÿäêà ρ = 1 íîðìàëüíîãî òèïà

σ F (ξ) =

∞
∑

k=0

akξ
k
è ýêñïîíåíòû e(ξ, z) =

[

(1 + i)e+
ξ

1+i − i
]x[

(1− i)e−
ξ

1+i + i
]y
,

ãäå ξ ∈ C, à z = x+ iy ∈ G+
ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Áîðåëÿ. Óñòàíîâëåíà �îðìóëà

f(z) =
1

2πi

∮

Γ

∞
∑

k=0

k! ak
tk+1

· e(t, z) dt. (2.10)

� 3. Îáîáùåííîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îáîáùèòü �îðìóëó (2.10) íà áîëåå øèðîêèé

êëàññ öåëûõ �óíêöèé F (ξ) =

∞
∑

k=0

akξ
k
.

Ââåäåì äèñêðåòíóþ ýêñïîíåíòó eρ(ξ, z) ïî �îðìóëå:

e1(ξ, z) = e(ξ, z) =
[

(1 + i)e
ξ

1+i − i
]x[

(1− i)e−
ξ

1+i + i
]y

=

∞
∑

k=0

πk(z)

k!
ξk,

eρ(ξ, z) =

∞
∑

k=0

πk(z)

Γ
(

k+1
ρ

) ξk,

ãäå ξ ∈ C, z ∈ G+
, ρ > 0.
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü F (ξ) =
∞
∑

k=0

akξ
k
� öåëàÿ �óíêöèÿ ïîðÿäêà ρ > 1

è íîðìàëüíîãî òèïà σ, 0 < σ < +∞. Òîãäà àññîöèèðîâàííûé äèñêðåòíûé

ðÿä f(z) =
∞
∑

k=0

akπk(z) ñõîäèòñÿ ∀z ∈ G+
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ êîý��èöèåíòîâ öåëîé �óíêöèè,

âçÿòàÿ èç ðàáîòû [26℄.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü äëÿ öåëîé �óíêöèè F (ξ) =

∞
∑

k=0

akξ
k
ñóùåñòâóåò

ïîëîæèòåëüíîå r0 ∈ R òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ r > r0 âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî MF (r) < eν·r äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ν ∈ R.
Òîãäà äëÿ êîý��èöèåíòîâ ck åå òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ íàéäåòñÿ öåëîå
k0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ k > k0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ck| <
(

eν

k

)k

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ

e(ξ, z) = ((1 + i)e
ξ

1+i − i)x((1− i)e−
ξ

1+i + i)y =

∞
∑

k=0

πk(z)

k!
ξk

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî ïåðåìåííîìó ξ ïðè ëþáûõ z ∈ G+
. Ïðè |ξ| = r > r0 = 8

èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

Me(ξ,z)(r) = sup
|ξ|=r

|e(ξ, z)| 6 (sup
|ξ|=r

|(1 + i)e
ξ

1+i − i|)x · (sup
|ξ|=r

|(1− i)e
−ξ
1+i + i|)y

6 (
√
2e

r
√

2 + 1)x · (
√
2e

r
√

2 + 1)y 6 (2
√
2e

r
√

2 )x+y

6
(

e
2+ r

√

2

)x+y
6 er(x+y).

(3.1)

Ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû Ñòèðëèíãà

Γ(n + 1) = n! ∼
(

n

e

)n√
2πn ïðè n → ∞ (3.2)

è íåðàâåíñòâ (3.1) è (3.2) ïðè k > k0, r > r0 = 8 ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ÷è-

ñåë

|πk(z)|
k!

, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òåéëîðîâñêèìè êîý��èöèåíòàìè �óíêöèè
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28 Ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ Ìèòòàã-Ëå�ëåðà

e(ξ, z):

|ck| =
|πk(z)|
k!

<

(

e(x+ y)

k

)k

=
(x+ y)k
(

k
e

)k

=
(x+ y)k ·

√
2πk

√
2πk

(

k
e

)k
6

2
√
πk (x+ y)k

k!
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|πk(z)| 6 2
√
πk (x+ y)k. (3.3)

Ïóñòü òåïåðü F (ξ) =

∞
∑

k=0

akξ
k
� ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ �óíêöèÿ ïîðÿäêà ρ >

1 è íîðìàëüíîãî òèïà σ, 0 < σ < ∞. Ïî �îðìóëå Êîøè � Àäàìàðà èìååò

ìåñòî lim
n→∞

n
√

|an| = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ àññîöèèðîâàííîãî äèñêðåòíîãî

ðÿäà f(z) =

∞
∑

k=0

akπk(z) ñ ó÷åòîì (3.3) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

ïðè ëþáîì z ∈ G+

0 6
k
√

|akπk(z)| 6 k
√

|ak| ·
k

√

2
√
πk |x+ y| → 0

ïðè k → ∞. Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíûé ðÿä f(z) =
∞
∑

k=0

akπk(z) ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî ïðè ëþáîì z ∈ G+
.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ρ > 1. Òîãäà �óíêöèÿ eρ(ξ, z) =
∞
∑

k=0

πk(z)

Γ
(

k+1
ρ

) ξk =
∞
∑

k=0

ckξ
k

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî ïåðåìåííîìó ξ äëÿ ëþáîãî z ∈ G+
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé ρ = 1, e1(ξ, z) =
∞
∑

k=0

πk(z)

k!
ξk ñðàçó ïîëó÷àåò-

ñÿ èç îöåíêè äëÿ êîý��èöèåíòîâ Òåéëîðà (3.3) ïóíêòà 2.3

|ck| =
|πk(z)|
k!

6
2
√
πk (x+ y)k

k!
,

0 6
k
√

|ck| 6
21/k(πk)1/(2k)(x+ y)

k
√
k!

→ 0, k → ∞.

Ïóñòü òåïåðü ρ > 1, eρ(ξ, z) =
∞
∑

k=0

πk(z)

Γ
(

k+1
ρ

) ξk =
∞
∑

k=0

ckξ
k
. Ìû èìååì íåðàâåí-

ñòâî

|ck| =
|πk(z)|
Γ
(

k+1
ρ

) 6
2
√
πk (x+ y)k

Γ
(

k+1
ρ

) .
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Îöåíèì ïðè k → ∞ 1

Γ
(

k+1
ρ

)
. Ïóñòü n =

[

k + 1

ρ

]

, n 6
k + 1

ρ
< n + 1,

n >
k + 1

ρ
− 1, n− 1 >

k + 1

ρ
− 2. Ïî àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëå Ñòèðëèíãà

n! = Γ(n+ 1) ∼
√
2πn

(

n

e

)n

ïðè n → ∞ èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

1

Γ
(

k+1
ρ

) 6
1

Γ(n)
=

1

(n− 1)!
6

1
√

π(n− 1)
(

n−1
e

)n−1

<
1

√

π
(

k+1
ρ

− 2
)(

k+1
ρ

− 2
)

k+1

ρ
−2

=
1

√

π
ρ
(k + 1− 2ρ)

(

k+1−2ρ
ρ

)
k+1−2ρ

ρ

.

Îòêóäà

0 6
k
√

|ck| 6 k

√

|πk(z)|
Γ
(

k+1
ρ

) 6
21/k(πk)1/(2k) · (x+ y)

(

π
ρ
(k + 1− 2ρ)

)1/(2k)(k+1−2ρ
ρ

)
k+1−2ρ

ρk

.

Òàê êàê 21/k, (πk)1/(2k),

(

π

ρ
(k + 1 − 2ρ)

)1/(2k)

→ 1, à
k + 1− 2ρ

ρk
→ 1

ρ
,

(

k + 1− 2ρ

ρ

)

→ ∞ ïðè k → +∞ ïîëó÷èì

k
√

|ck| → 0 ïðè k → +∞.

�åçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 1, ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [6℄ (äëÿ ñëó-

÷àÿ ρ = 1 íà G+
) è Äàíèëîâûì Î. À. â [27℄ (â ñëó÷àå ρ = 1 íà ìíîæåñòâå

QR)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü äèñêðåòíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Áîðåëÿ, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé (2.10), íà áîëåå øèðîêèé êëàññ

�óíêöèé.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü F (ξ) =
∞
∑

k=0

akξ
k
� öåëàÿ �óíêöèÿ ïîðÿäêà ρ > 1 è

íîðìàëüíîãî òèïà σ, 0 < σ < +∞, à f(z) =
∞
∑

k=0

akπk(z) � àññîöèèðîâàííûé

ñ F (ξ) äèñêðåòíûé ðÿä, z ∈ G+
. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(z) =
1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

γ(ζ)eρ(ζ, z) dζ,
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30 Ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ Ìèòòàã-Ëå�ëåðà

ãäå γ(ζ) =
∞
∑

k=0

akΓ
(

k+1
ρ

)

ζk+1
àññîöèèðîâàíà ñ F (ξ) ïî Áîðåëþ, à eρ(ζ, z) =

∞
∑

k=0

πk(z)ζ
k

Γ
(

k+1
ρ

)
� îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ Ìèòòàã � Ëå�ëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà F (ξ) = ξk. Èìååì

γ(ζ) =
Γ
(

k+1
ρ

)

ζk+1
, eρ(ζ, z) =

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

k+1
ρ

) ζ l.

Óñòàíîâèì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

πk(z) =
1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

Γ
(

k+1
ρ

)

ζk+1

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

) ζ l dζ, (3.4)

Ïî Ëåììå 2 �óíêöèÿ eρ(ζ, z) öåëàÿ ïðè ëþáîì z ∈ G+
, à γ(ζ) = Γ

(

k+1
ρ

)

/ζk+1

íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå C = {|ζ | = r > σ}. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðÿä

∑∞
l=0

Γ
(

k+1

ρ

)

ζk+1 · πl(z)

Γ
(

l+1

ρ

) ζ l ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà C è âîç-

ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (3.4).

Çíà÷èò,

1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

Γ
(

k+1
ρ

)

ζk+1
·

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ( l+1
ρ
)
ζ l dζ

= Γ
(k + 1

ρ

)

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

) · 1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

dζ

ζk+1−l
dζ

= Γ

(

k + 1

ρ

) ∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

) · δl,k = Γ

(

k + 1

ρ

)

πk(z)

Γ
(

k+1
ρ

) = πk(z), (3.5)

ãäå

δl,k =
1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

dζ

ζk+1−l
dζ =

{

1, åñëè k = l,

0, åñëè k 6= l.

Ïóñòü òåïåðü F (ξ) =

∞
∑

k=0

akξ
k
� ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ �óíêöèÿ ïîðÿäêà

ρ > 1, íîðìàëüíîãî òèïà σ, 0 < σ < +∞. Òîãäà γ(ζ) =

∞
∑

k=0

akΓ
(

k+1
ρ

)

ζk+1
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àññîöèèðîâàííàÿ ïî Áîðåëþ F (ξ), à f(z) =
∞
∑

k=0

akπk(z) � àáñîëþòíî ñõî-

äÿùèéñÿ ðÿä ïðè ëþáîì z ∈ G+
ïî Òåîðåìå 1.

Ïîñêîëüêó γ(ζ) àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå C =

{|ζ | = r > σ}, à eρ(ζ, z) =

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

) ζ l � öåëàÿ, òîãäà ïðîèçâåäåíèå ðÿ-

äîâ

∞
∑

k=0

akΓ
(

k+1
ρ

)

ζk+1
×

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

) ζ l � ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà

C. Áîëåå òîãî, îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Äåéñòâèòåëüíî

γ(ζ) · eρ(ζ, z) =
∞
∑

k=0

akΓ
(

k+1
ρ

)

ζk+1
·

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

) ζ l

=
∞
∑

k=0

akΓ

(

k + 1

ρ

){ ∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

) ζ l−k−1

}

.

�ÿäû â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå

C. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî ïåðåñòàâèòü èíòåãðèðîâàíèå è ñóììèðîâàíèå

1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

γ(ζ)eρ(ζ, z) dζ =

1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

∞
∑

k=0

akΓ

(

k + 1

ρ

){ ∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

)

dζ

ζk+1−l

}

dζ

=
∞
∑

k=0

ak

{

Γ

(

k + 1

ρ

)

1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

)

dζ

ζk+1−l
dζ

}

(3.6)

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (3.5) è ïðîäîëæèì ðàâåíñòâî (3.6):

∞
∑

k=0

ak

{

Γ

(

k + 1

ρ

)

1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

)

dζ

ζk+1−l
dζ

}

=

∞
∑

k=0

ak

{

Γ

(

k + 1

ρ

) ∞
∑

l=0

πl(z)

Γ
(

l+1
ρ

)

1

2πi

∮

|ζ|=r>σ

dζ

ζk+1−l
dζ

}

=

∞
∑

k=0

akπk(z).
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� 4. Ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ äèñêðåòíîé àíàëèòè÷åñêîé

�óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà ñ ïîìîùüþ �óíêöèè Ìèòòàã �

Ëå�ëåðà

�àññìîòðèì öåëóþ �óíêöèþ âåðîÿòíîñòè îøèáîê Erf(ξ), îïðåäåëåííóþ
ðàâåíñòâîì

Erf(ξ) =
2√
π

∫ ξ

0

e−t2 dt.

Òîãäà â òî÷êå ξ0 = 0 ðàçëîæåíèå Òåéëîðà �óíêöèè Erf(ξ) ïðèìåò âèä:

e−t2 = 1− t2

1!
+

t4

2!
+ · · ·+ (−1)nt2n

n!
+ · · · =

∞
∑

n=0

(−1)nt2n

n!
,

Erf(ξ) =
2√
π

∫ ξ

0

∞
∑

n=0

(−1)n

n!
t2n dt =

2√
π

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

∫ ξ

0

t2n dt

=
2√
π

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

ξ2n+1

2n + 1
.

Ïåðåñòàíîâêà ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ âîçìîæíà â ñèëó òîãî, ÷òî

ðÿä

∞
∑

n=0

(−1)n

n!
t2n ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì

ìíîæåñòâå M ⊂ C.
Âû÷èñëèì ïîðÿäîê ρ è òèï σ äëÿ �óíêöèè Erf(ξ) ïî �îðìóëå (2.3).

Ïîñêîëüêó

{

c2k+1 =
(−1)k

k!(2k+1)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

c2k+2 = 0, k = 0, 1, 2, . . . ,

òîãäà

ρ = lim
n→∞

lnn

ln n
√

|cn|−1
= lim

n→∞

[

ln(2k + 1)

ln 2k+1
√

k! · (2k + 1)
=

(2k + 1) ln(2k + 1)

ln k! + ln(2k + 1)

=
(2k + 1) ln(2k + 1)

ln
(

(k
e

)k√
2πk

)

+ o
(

ln
(

k
e

)k√
2πk

)

+ ln(2k + 1)

=
(2k + 1) ln(2k + 1)/ ln

(

(k
e

)k√
2πk

)

1 +
o
(

ln
(

k
e

)k√
2πk

)

(

ln
(

k
e

)k√
2πk

) + ln(2k+1)

ln
((

k
e

)k√
2πk

)

]

.
(4.1)
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Ïðåîáðàçóåì â ðàâåíñòâå (4.1)

ln

((

k

e

)k√
2πk

)

= k ln k − k + 1 +
1

2
ln(2πk),

è çàìåòèì, ÷òî ïðè k → ∞
o
(

ln
(

k
e

)k√
2πk

)

ln
((

k
e

)k√
2πk

)

→ 0,
ln(2k + 1)

ln
((

k
e

)k√
2πk

)

=
ln(2k + 1)

k ln k − k + 1
2
ln(2πk)

→ 0.

Ïî òåîðåìå Ëîïèòàëÿ ðàñêðîåì íåîïðåäåëåííîñòü

lim
k→+∞

[

(2k + 1) ln(2k + 1)

k ln k − k + 1
2
ln(2πk)

=
2k+1
k

· ln(2k+1)
ln k

1− 1
ln k

+ ln(2πk)
2k lnk

]

= 2,

ïîñêîëüêó

lim
k→∞

[

ln(2k + 1)

ln k
=

ln′(2k + 1)

ln′ k
=

2k

2k + 1

]

= 1,
ln(2πk)

2k ln k
→ 0, k → +∞.

Çíà÷èò äëÿ �óíêöèè Erf(ξ) ïîðÿäîê ρ = 2. Òèï σ äëÿ Erf(ξ) âû÷èñëèì ïî

�îðìóëå (2.4):

σ = lim
n→∞

(n · n
√

|cn|2) ·
1

ρe
=

1

2e
lim
k→∞

(

(2k + 1) · 2k+1

√

1

(k!)2(2k + 1)2

)

.

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ñòèðëèíãà è ïîëó÷èì, ÷òî

σ =
1

2e
· lim
k→∞

[

2k + 1

2k+1

√

(

k
e

)2k · 2πk · (2k + 1)2

=
2 + 1

k
(

k2k

k2k
· 1
e2k

· 2πk
k

· (2k + 1)2
)

1

2k+1

=

(

2 + 1
k

)

e
2k

2k+1

(2k + 1)
2

2k+1 (2π)
1

2k+1

]

=
1

2e
· 2e = 1,

ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ÷òî e
2k

2k+1 → 1, (2π)
1

2k+1 → 1, (2k+1)
2

2k+1 → 1 ïðè k →
+∞. Çíà÷èò òèï σ �óíêöèè Erf(ξ) ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ Erf(ξ)
èìååò ïîðÿäîê ρ = 2 è íîðìàëüíûé òèï σ = 1, 0 < σ = 1 < +∞. Ïî òåî-

ðåìå 2, èìååì äëÿ àññîöèèðîâàííîãî äèñêðåòíîãî ðÿäà f(z) =
∞
∑

k=0

akπk(z)

ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ïðèíèìàåò âèä:

f(z) =
∞
∑

k=0

(−1)k

k!(2k + 1)
· π2k+1(z).
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� 5. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü äèñêðåòíûå àíàëèòè÷åñêèå �óíê-

öèè ïîðÿäêà ρ > 1, çàäàííûõ íà ãàóññîâîé ïëîñêîñòè è èõ ðàçëîæåíèå â

ðÿä Òåéëîðà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1) Êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ, îòîáðàæàþùåå ìíî-

æåñòâî öåëûõ �óíêöèé ïîðÿäêà ρ > 1 è íîðìàëüíîãî òèïà σ â ïðîñòðàí-

ñòâî äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.

2) �àññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé

öåëîé �óíêöèè ïîðÿäêà ρ > 1 è íîðìàëüíîãî òèïà σ äèñêðåòíóþ àíàëèòè-

÷åñêóþ �óíêöèþ è ïðèâîäèòñÿ �îðìóëà å¼ âîññòàíîâëåíèÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ

àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà.

3) Ïðèâåä¼í ïðèìåð öåëîé �óíêöèè îøèáîê Erf(ξ) ïîðÿäêà ρ = 2 è å¼

îáðàçà â ïðîñòðàíñòâå äèñêðåòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ïðè ïðåîáðà-

çîâàíèè Áîðåëÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü À. Ä. Ìåäíûõ çà ìíîãî÷èñ-

ëåííûå îáñóæäåíèÿ ðàáîòû è çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øå-

íèþ ñòàòüè. Àâòîðû áëàãîäàðíû Êèòàéñêîìó ñòèïåíäèàëüíîìó ñîâåòó çà

�èíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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